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ΘΕΜΑ   Α  
 
Α   1.    Βλέπε   σχολικό   
 
Α   2.    Βλέπε   σχολικό  
 
Α   3.    Βλέπε   σχολικό  
 
Α   4.    α)   Σωστό    β)   Λάθος    γ)   Σωστό    δ)   Σωστό    ε)   Σωστό  
 
 
ΘΕΜΑ   Β  
 
Β   1.    Το   πεδίο   ορισμού   της   ζητούμενης   συνάρτησης   είναι   
 
  

x    και f (x)   } x  και x  } x  και x  }  Α = { ∈ D f ∈ D g = { ∈ ⊆ 2 + 1 ≥ 2 = { ∈ ⊆ 2 ≥ 1
 
 

  
                      =   {x .   και x ­  ή x } ­ ,­ ] 1,+ )  ∈ ⊆ ≤ 1 ≥ 1 = ( ∞ 1 ∪ [ ∞  
 
         Επίσης   ,   
 

  για   κάθε   .         (g )(x)    ° f = g (f (x)) = √f (x) ­ 2 = √x 2 + 1 ­ 2 = √x 2 ­ 1  x ∈ A  
 
Β   2.    Είναι   
 

●   (1)   ,   διότι (x) ­  lim
x 2 →

­
h = lim

x 2 →
­
(√x 2 ­ 1 · 1

x­2) = ∞  

 

  και   .  lim
x 2 →

­
√x 2 ­ 1 = √3 > 0 ­  lim

x 2 →
­

1
x­2 = ∞  



 

●    (2)   ,   διότι (x) +lim
x 2 →

+
h = lim

x 2 →
+
√x 2 ­ 1 · 1

x­2 = ∞  

 

   και   . lim
x 2 →

+
√x 2 ­ 1 = √3 > 0 +  lim

x 2 →
+

1
x­2 = ∞  

 
 

Από   τις   ισότητες   (1)   και   (2)   προκύπτει   ότι   το   δεν   υπάρχει. (x)lim
x 2→

h  

 
Β   3.    Η   συνάρτηση     είναι   παραγωγίσιμη   στο     με  g ° f ­ ,­ ) 1,+ )  ( ∞ 1 ∪ ( ∞   

. (x)  (g )° f ′ = (√x 2 ­ 1) ′ = (x  ­1)2
′

2√x  ­12
= 2x

2√x  ­12
= x
√x  ­12

 

 

οπότε   ,   θα   είναι   .    Επομένως   η   εξίσωση   της   εφαπτομένης   της   γραφικής ( )  (g )° f ′ √2 = √2  

παράστασης   της   συνάρτησης      στο   σημείο   με   τετμημένη     είναι  g ° f  x 1 = √2   
 

g )( ) g ) ( ) x )  y ­ ( ° f √2 = ( ° f ′ √2 · ( ­√2  
 

ή     x )  y ­ 1 = √2 · ( ­√2  
 

ή      y = √2 · x ­ 1  
 
 

ΘΕΜΑ   Γ  
 
Γ   1.    Από   την   υπόθεση   ισχύει   ότι   
 

  για   κάθε   (x) (x) f (x) (x) x)  f · f ′ = 2
1 ϑ 2 · f ′ = 1ϑ f   (x)( 2 ) ′ = ( ′ 0,+ ).  x ∈ ( ∞  

 
        Επιπλέον   οι   συναρτήσεις     είναι   συνεχείς   ,   επομένως   υπάρχει   σταθερά   (x) και xf 2  

  τέτοια   ,   ώστε        c    ∈ ⊆   
 

  για   κάθε     (x)  f 2 = x + c 0,+ ).  x ∈ [ ∞  



 
          Για   x=1   στην   παραπάνω   σχέση   έχουμε   :   ,   (1)  f 2 = 1 + cϑ 1 = 1 + cϑ c = 0  
άρα  
 

  για   κάθε   .        (1)   (x)f 2 = x 0,+ )  x ∈ [ ∞  
Έχουμε    ,   
 

 
  ,   οπότε   θα   είναι   για   κάθε   x>0. (x)   (x)  f = 0ϑ f 2 = 0ϑ x = 0 (x) =  f / 0  

 
Επίσης   η   συνάρτηση   f    είναι   συνεχής   και   ως   εκ   τούτου   διατηρεί   πρόσημο  
στο   διάστημα   .   Όμως   είναι   ,   οπότε   θα   ισχύει   ότι 0,+ )  ( ∞ (1)f = 1 > 0  

  για   κάθε   . (x)f > 0 0,+ )  x ∈ ( ∞  
Από   την   (1)   λοιπόν   προκύπτει   ότι   :  
 

  για   κάθε   . (x)    f = √x 0,+ )  x ∈ [ ∞  
 

Γ   2.     Έστω   ,   τυχαίο   σημείο   της   γραφικής   παράστασης   της   συνάρτησης   f   .  Μ (x, (x))f  x ≥ 0  
          Τότε   η   απόσταση   του   σημείου   Μ   από   το   σημείο   Α   θα   είναι   
 

( ΑΜ)= ,   .  √(x )  ) ­ 2
3 2 + (√x ­ 0 2 =√x  x2

­ 2 + 4
9  x ≥ 0  

 
Θεωρούμε   τη   συνάρτηση   

  ,   . (x)  d =√x  x2
­ 2 + 4

9 0,+ )  x ∈ [ ∞  

Η   d(x)   είναι   παραγωγίσιμη   στο     με  (0,+ )∞   
 

. (x)d′ = (x  ­2x+ )2
4
9
′

2√x  ­2x+2
4
9
= 2x­2

2√x  ­2x+2
4
9
= 2(x­1)

2√x  ­2x+2
4
9
= x­1

√x  ­2x+2
4
9

 

 
Έχουμε   :  
 

● (x)  d′ = 0ϑ x­1

√x  ­2x+2
4
9
= 0ϑ x ­ 1 = 0ϑ x = 1  

 



 
●   , (x)  d′ > 0ϑ x­1

√x  ­2x+2
4
9
> 0ϑ x ­ 1 > 0ϑ x > 1  

  διότι     για   κάθε   x>0.  √x  x2
­ 2 + 4

9 > 0  
● . (x)  d′ < 0ϑ x < 1  

 
Οι   ρίζες   και   το   πρόσημο   της     φαίνονται   στον   παρακάτω   πίνακα (x)  d′   
 

 
 

 x  0                                 1                                            + ∞  

(x)  d′    |                 -                 0                          +  

(x)  d  
                           |               

 
 

Η   είναι   συνεχής   ,   άρα   είναι   γνησίως   φθίνουσα   στο   [0,1]   και   γνησίως   αύξουσα   στο (x)  d  
  .   Στο     παρουσιάζει   ελάχιστο.   Επομένως   το   ζητούμενο   σημείο   είναι   το 1,+ )  [ ∞  x = 1  

Μ(1,1).  
  
Γ   3.    Η   συνάρτηση   f   είναι   παραγωγίσιμη   στο     με    . 0,+ )  ( ∞ x)  f ′ = ( )√x ′ = 1

2√x
 

Ο   συντελεστής   διεύθυνσης   της   εφαπτομένης   της   γραφικής   παράστασης   της  
συνάρτησης   f   στο   σημείο   Μ   είναι   

, (1)f ′ = 1
2√1

= 2
1  

ενώ   της   ευθείας   ΑΜ   είναι  

.   ­λ ΑΜ = x  ­x M A

y  ­y M A = 1­0
1­ 2

3 = 2  

Είναι   λοιπόν   ,   άρα   η   εφαπτομένη   της   γραφικής (1)   ­ ) ­  f ′ · λ ΑΜ = 2
1 · ( 2 = 1  

παράστασης   της   συνάρτησης   f   στο   σημείο   Μ   είναι   κάθετη   στην   ευθεία   ΑΜ.  
 
Γ   4.    Ισχύει   ότι     ,   οπότε   το   ζητούμενο   εμβαδόν    είναι (x)  για κάθε x 1, ]  f > 0 ∈ [ 2  
 

τ.μ. (x)dx dx ( )Ε =∫
2

1
f =∫

2

1
√x =  [ 3

2 · x 2
3]  21 = 3

2 √8 ­ 1  

 



 
ΘΕΜΑ   Δ  
 
Δ   1.    Η   συνάρτηση   f   είναι   παραγωγίσιμη   στο     με  ⊆   

  

(x)f ′ =
(3x  ­3x+1) 2 2

3x  (3x  ­3x+1)­(6x­3)x 2 2 3

=
3x  ­3x+1  ( 2 ) 2

x  9x  ­9x+3­6x  +3x2( 2 2 )  

   για   κάθε   . =
3x  ­3x+1  ( 2 ) 2

x  3x  ­6x+32( 2 ) = 3x  (x­1) 2 2

3x  ­3x+1  ( 2 ) 2 ≥ 0  x ∈ ⊆  

 
 

Επιπλέον   η   συνάρτηση   f   είναι   συνεχής   ,   άρα   είναι   γνησίως   αύξουσα   στο   .  ⊆  
 

Δ   2.    Η   συνάρτηση   f   είναι   συνεχής   στο     ,   άρα   η   γραφική   της   παράσταση   δεν   έχει  ⊆  
κατακόρυφες   ασύμπτωτες.Επίσης   
 

   και lim
x ­∞→ x

f (x) = lim
x ­∞→ x

x 3

3x  ­3x+12 = lim
x ­∞→

x 3

3x  ­3x  +3x3 2 = lim
x ­∞→

x 3

3x 3
= 3

1  

 

 lim
x ­∞→

f (x) x( ­ 3
1 ) = lim

x ­∞→
( x 3

3x  ­3x+12 ­ x
3) = lim

x ­∞→

3x  ­x2

9x  ­9x+32 = lim
x ­∞→ 9x 2

3x 2 = 3
1  

 
Επομένως   ,   η   ευθεία   με   εξίσωση   

xy = 3
1 + 3

1  
είναι   ασύμπτωτη   (πλάγια)   της   γραφικής   παράστασης   της   συνάρτησης   f   στο   .  ­ ∞  
Ομοίως   ,   αποδεικνύεται   ότι   η   παραπάνω   ευθεία   είναι   ασύμπτωτη   της     και   στο  C f  

.  + ∞  
 
Δ   3.    Έχουμε   ,  
 

(x) (1 )f + f ­ x = x 3

3x  ­3x+12 + (1­x) 3

3(1­x)  ­3(1­x)+12  

= x 3

3x  ­3x+12 + 1­3x+3x  ­x 2 3

3­6x+3x  ­3+3x+12  



 

 
= x 3

3x  ­3x+12 +
3x  ­3x+12

1­3x+3x  ­x 2 3
 

.    για κάθε x=
3x  ­3x+12
3x  ­3x+12

= 1 ∈ ⊆  

 
Δ   4.    Είναι   ,  

, (x)  f = 0ϑ x = 0  
άρα   το   χωρίο   περικλείεται   από   τη   γραφική   παράσταση   της   συνάρτησης   f   ,   τον   άξονα  

  και   τις   ευθείες     και    x=1. x  x′  x = 0   
Επίσης   ,   ισχύει   ότι      για   κάθε   ,   οπότε   το   ζητούμενο   εμβαδόν   είναι (x)  f ≥ 0 0, ]  x ∈ [ 1  
 

 

(x)dx x dx (1 )dx (1 )dx.Ε =∫
1

0
f =∫

1

0
(1 (1 ))­ f ­ x d =∫

1

0
1 ­∫

1

0
f ­ x = 1 ­∫

1

0
f ­ x  

 
 

Όσον   αφορά   το   ολοκλήρωμα     ,    θέτουμε     ,   άρα   . (1 )dx∫
1

0
f ­ x  1 ­ x = u x ­ u  d = d  

Επιπλέον   για     είναι     και   για      είναι   .   Επομένως   ,   η x = 0 u = 1 x = 1 u = 0  
παραπάνω   ισότητα   ,   γράφεται   :  
 

, (u)(­ u) (u)(­ u) (u)duE = 1 ­∫
0

1
f d = 1 +∫

1

0
f d = 1 ­∫

1

0
f = 1 ­ E  

δηλαδή   ,   
   τ.μ. Ε  Ε = 1 ­ Εϑ 2 = 1ϑ Ε = 2

1  
 

 
 
 
 
 

 
 



 


