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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΠΛΗΡΕΙΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 145 iii) 

A2. Σχολικό βιβλίο σελ. 15 

Α3. f – T και g – H 

Α4. α) Ψ 

       β) 2ο παράδειγμα σελ. 62 σχολικού βιβλίου 

Α5.  α) Σωστό 

        β) Σωστό 

        γ) Λάθος 

ΘΕΜΑ Β 
Β1.                                    lim𝑥→1−�𝑓(𝑥)� = lim

𝑥→1−
(𝑥2 + 𝛼) = 1 + 𝛼 

lim
𝑥→1+

�𝑓(𝑥)� = lim
𝑥→1+

�
𝑥 + 1
𝑥

� = 2 

Η f είναι συνεχής, άρα 1 + 𝛼 = 2 ⇔ 𝛼 = 1 

Β2. Για α=1 είναι 𝑓(𝑥) = �
𝑥+1
𝑥

,    𝑥 > 1
𝑥2 + 1,     𝑥 ≤ 1

 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= lim
𝑥→1−

𝑥2 + 1 − 2
𝑥 − 1

= lim
𝑥→1−

𝑥2 − 1
𝑥 − 1

= lim
𝑥→1−

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
𝑥 − 1

= 2 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= lim
𝑥→1+

𝑥 + 1
𝑥 − 2
𝑥 − 1

= lim
𝑥→1+

1 − 𝑥
𝑥2 − 𝑥

= lim
𝑥→1+

1 − 𝑥
𝑥(𝑥 − 1) = −1 
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η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑜 = 1, άρα και στο �1
2

, 4�, επομένως δεν ικανοποιεί 

τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα �1
2

, 4�. 

Β3.  Για 𝑥 < 1 είναι 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 

𝑓′(𝑥) = −
1
4
⇔ 2𝑥 = −

1
4
⇔ 𝑥 = −

1
8

 

𝑓 �−1
8
�=�−1

8
�
2

+ 1 = 1
64

+ 1 = 65
64

 

Το σημείο είναι 𝐴�− 1
8

, 65
64
� και η εφαπτομένη στο σημείο αυτό είναι: 

𝜀1:𝑦 −  𝑓 �− 1
8
�=𝑓′ �− 1

8
� �𝑥 + 1

8
� ⇔ 𝑦 − 65

64
= −1

4
�𝑥 + 1

8
� ⇔       𝑦 = −1

4
𝑥 + 63

64
 

Για 𝑥 > 1  είναι 𝑓′(𝑥)=𝑥−𝑥−1
𝑥2

=- 1
𝑥2

 

 

𝑓′(𝑥) = −1
4
⇔- 1

𝑥2
=−1

4
⇔ 𝑥2 = 4 ⇔ 𝑥 = ±2 με 𝑥 > 1  , άρα 𝑥 = 2 

𝑓(2) =
3
2

 

Το σημείο είναι 𝛣 �2, 3
2
�  και η εφαπτομένη στο σημείο αυτό είναι: 

𝜀2:𝑦 −  𝑓(2)=𝑓′(2)(𝑥 − 2) ⇔ 𝑦 − 3
2

= −1
4

(𝑥 − 2) ⇔  𝑦 = −1
4
𝑥 + 2  

 

Β4.   

lim
𝑥→+∞

�𝑓(𝑥)� = lim
𝑥→+∞

�
𝑥 + 1
𝑥

� = lim
𝑥→+∞

�
𝑥
𝑥
� = 1 

Άρα η ευθεία y=1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της 𝐶𝑓 στο +∞ 

Στο −∞ δεν έχει ασύμπτωτες ως πολυωνυμική 2ου βαθμού 

Η f είναι συνεχής στο   επομένως δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες 



   

3 
 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1: 

 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων με 

( )
( )xx x

2 2

e x 1e x ef x 0
x x

--¢ = = >   αφού x 2x 1    e 0    x 0, ,> > >  επομένως η f είναι γνησίως 

αύξουσα και 1-1 δηλαδή αντιστρέψιμη. 

Το πεδίο ορισμού της 1f-  είναι το σύνολο τιμών της f  . 

Η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ( )Δ 1,= +¥  άρα 

( ) ( ) ( )( ) ( )
xx 1

f Δ f x f x elim , lim ,
+ ®+¥®

= = +¥  αφού ( )
x x

x x xD L H

e ef x
x 1. .

lim lim lim

¥
¥

®+¥ ®+¥ ®+¥
= =+¥=  και 

( )
x

x 1 x 1

ef x e
x

lim lim
+ +® ®

= =   

Γ2.  

Η εξίσωση ( ) ( )1f α f α ημα 2 0
x 1 x 2 x

- -
+ - =

- -
 γράφεται  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1x x 2 f α x x 1 f α x 1 x 2 ημα 2 0-- + - - - - - =   
με x 1   και   x 2   και   x 0¹ ¹ ¹   
 
θεωρούμε τη συνάρτηση 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1g x x x 2 f α x x 1 f α x 1 x 2 ημα 2-= - + - - - - -  στο [ ]0 2,   
η οποία είναι  

• συνεχής στα διαστήματα [ ]0 1,  και [ ]1 2,  ως πολυωνυμική (με βαθμό το πολύ 2) 
• ( ) ( )g 0 2 ημα 2 0   αφού   ημα 2 0=- - > - <     
• ( ) ( )g 1 f α 0=- <  αφού ( )f α e>  λόγω του συνόλου τιμών της f 
• ( ) ( )1g 2 2f α 0-= >  αφού ( ) ( )1

ff α D 1,- Î = +¥   
• δηλαδή ( ) ( ) ( ) ( )g 0 g 1 0   και   g 1 g 2 0< <   

οπότε από το θεώρημα Bolzano η εξίσωση ( )g x 0=  έχει 2 τουλάχιστον λύσεις. Μία 
στο ( )0 1,  και μία στο ( )1 2,   
Η συνάρτηση ( )g x  είναι πολυώνυμο το πολύ 2ου βαθμού άρα έχει το πολύ 2 ρίζες.  
Οι λύσεις, επομένως, της ( )g x 0=  που είναι ισοδύναμη με την 
( ) ( )1f α f α ημα 2 0

x 1 x 2 x

- -
+ - =

- -
 για x 1   και   x 2   και   x 0¹ ¹ ¹  είναι ακριβώς 2. 

 
Γ3.  
Για κάθε  x 1>  ισχύει 

( ) ( )
x x x x

xe e e ef x 1 e f x 1 e 1 e e x 1 e x x 0
x x x x

ln ln ln ln ln
æ ö÷ç ÷+ > + Û + > + Û + > + - Û + - - + >ç ÷ç ÷çè ø

Θεωρούμε τη συνάρτηση  ( )
xeK x 1 e x x   με   x 1

x
ln= + - - + ³  η οποία είναι 

παραγωγίσιμη άρα και συνεχής στο [ )1,+¥  με 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

x x x

xx

e x 1 e x 1 e x 1 x 11 x 1K x 1
x x x x x x

e 1 x 1e x 1 x 1
0   για κάθε x 1

x x

- - - - +
¢ = - + = - + = =

- -- - -
= = > >

 

οπότε η ( )K x  είναι γνησίως αύξουσα στο [ )1,+¥  και για κάθε x 1>  θα ισχύει 

( ) ( )
xeK x K 1 0 1 e x x 0

x
ln> = Û + - - + >   
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

( )f x 2συνx 1¢ = -   

( ) 1 πf x 0 2συνx 1 0 συνx x
2 3

¢ = Û - = Û = Û =   

Η ( )f x¢ είναι συνεχής στο [ ]0 π,  με μοναδική ρίζα την πx
3

= .  

Δηλαδή ισχύει ( )f x 0¢ ¹  και συνεχής στα διαστήματα π0
3

,
é ö÷ê ÷÷ê øë

 και π 0
3

,
æ ùç úçç úè û

 επομένως 

διατηρεί πρόσημο στα διαστήματα αυτά. 

• Για να βρω το πρόσημο της f ¢  στο π0
3

,
é ö÷ê ÷÷ê øë

υπολογίζω το  ( )f 0 2συν0 1 1 0¢ = - = >  

επομένως ( )f x 0¢ >  στο [ )0 π,   

• Για να βρω το πρόσημο της f ¢  στο π π
3

,
æ ùç úçç úè û

υπολογίζω το  

( )f π 2συνπ 1 2 1 0¢ = - =- - <  επομένως ( )f x 0¢ >  στο π π
3

,
æ ùç úçç úè û

 

και η μονοτονία της f δίνεται από τον παρακάτω πίνακα 

x  0                          π                        π
3

                                                 

( )f x¢  +  -  

( )f x  
      

 

• Η f έχει ολικό μέγιστο για πx
3

= την τιμή π πf 3
3 3

æ ö÷ç = = -÷ç ÷çè ø
   

• Η f έχει τοπικό ελάχιστο για x 0=  και x π=  τις τιμές ( )f 0 0=  και 

( )f π π=-  αντίστοιχα . Προφανώς για x π=  η f έχει ολικό ελάχιστο 

Δ2. 
Ισχύει ( )f x 2 ημx 0¢¢ =- × <  στο ( )0 π,  δηλαδή η ( )f x  είναι κοίλη στο [ ]0 π,  οπότε η fC  
βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της σε οποιοδήποτε σημείο ( )( )0 0A x f x,  με 

εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή η fC  και η εφαπτομένη της στο ( )( )0 0A x f x,  έχουν 

ένα μόνο κοινό σημείο, το ( )( )0 0A x f x,  
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Δ3. 

( ) ( ) ( )

[ ] ( ) [ ]

π π π

0 0 0

π π π

00 0

f x συνxdx 2ημxσυνx xσυνx dx ημ2x xσυνx dx

ημ2xdx xσυνxdx συν2x ημx xdx συν2π συν0

= - = - =

¢= - = - - = - +

ò ò ò

ò ò [ ]

[ ]

π ππ

00 0
ημx x ημxdx

ημπ π ημ0 0

æ ö÷ç- × - =÷ç ÷è ø

=- × - ×

ò ò

[ ]
π π π

00 0
ημxdx ημxdx συνx συνπ συν0 1 1 2æ ö÷ç - = = - =- + = + =÷ç ÷è øò ò

  

Δ4.  

α) ( )
x 0 x 0 x 0

f x 2ημx x ημx2 1 2 1 1 1
x x x

lim lim lim
® ® ®

-
= = - = × - =   

β) 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )

x 0 x 0 x 0

x 0

x 0

f x f 2x x 2ημx x 2ημ2x 2x x 2ημx 2 ημx συνx x x

2ημx 2 ημx συνx x ημx ημxx x 2 2 συνx 1 x x
x x x

2 1 2 1 1 1 0 0

lim ln lim ln lim ln

lim ln lim ln

® ® ®

®

®

é ù é ù é ù- × = - - + × = - × × + × =ê ú ë û ë ûë û
é ù æ ö- × × + ÷çê ú= × × = - + × × =÷ç ÷çê ú è øë û

= × - × × + × =

 διότι ( ) ( )
2

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0D L H
2

1
xx xxx x x 01 1 x1

x xx

. .

lnln
lim ln lim lim lim lim lim

+ + + + +

-¥
+¥

® ® ® ® ® ®

¢
× = = = - = - =

¢æ ö -÷ç ÷ç ÷çè ø

=   


